Tema 4. Continuidad, limites y derivadas

Una funcién,f: A— R, definida en un conjuntd C R, se dice que esontinua en un punt@cA
cuando se verifica que:

YeeR"T 36eRt :

a—6<x<a+6} F(0—f(a) <&

XeA

Esta definicion puede interpretarse suponiendo que esthsmdo un valoa de una magnitud, y que
vas a usar dicho valor para obtener, mediante una ley figida gor la funciérf, el valor de otra
magnitud f (a). Como los errores de medida son inevitables, para que edésiey sea Util, debe
ocurrir que pequerios errores en las medidas no den lugandegraambios en los valores fleesto

es lo que expresa la definicion anterior. En ella, el ninges00 es una cota de error en el resultado
final que aceptamos como admisible, el nUm&re0 indica la precision con la que tenemos que medir
el datoa para que el error final sea menor queCuandocualquierasea ele > 0, siempre es posible
medira con suficiente precisiéd > 0 para que el error final sea menor gyse dice que la funcion es
continua era.

Si en la definicién anterior sustituimos la condic@n é < x < a+ d pora— 0 < x < a(resp. por
a< x<a+9), sedice qud escontinua por la izquierda (resp.por la derecha) ena.

Observacion importante.Para poder hablar de la continuidad o de la no continuidad de funcion
en un punto, la funcién debe estar definida en dicho punto.

Observa que en la definicion de continuidad el conjéntiene mucho protagonismo: sélo se con-
sideran los valores deenA, lo que le pueda pasarfafuera deA no nos interesa.

Se dice qud es continua e, si f es continua en todo punto de

Propiedades de las funciones continuas
e Las funciones sumay producto y cociente de funciones e@gison funciones continuas.
e La composiciéon de funciones continuas es una funcién agsatin

e Todas las funciones elementales son continuas en sus dsmaturales de definicién.

Teorema del valor intermedio. El rango o recorrido de una funciéeontinua en unintervalo es un
intervalo. Es decir, sif es una funciércontinuadefinida en urintervalo I, a 'y b son puntos de,
entonced toma todos los valores comprendidos eritt@) y f (b).

En particular, deducimos t#orema de Bolzanosi f es continua en un intervalpay b son puntos
del tales quef (a) f (b) < 0, entonced se anula en algin punto comprendido eatyeb.

Una consecuencia del teorema de Bolzano estog& funcion polindmica de grado impar tiene
algunaraiz real.

Extremos absolutos

e Se dice que una funciéh: A— R alcanza e\ un maximo absolutosi hay algun puntee A
tal quef(x) < f(v) paratodoce A.

e Se dice que una funcioh: A — R alcanza e un minimo absolutosi hay algun punta e A
tal quef(u) < f(x) para todoxeA.

Teorema de Weierstrass de existencia de extremos absolutdeda funcién continua en un intervalo
cerrado y acotadalcanza en dicho intervalo un maximo y un minimo absolutos.

Equivalentemente, el recorrido de una funcion continua fieitervalo cerrado y acotada, b],
es también un intervalo cerrado y acotadd{d, b]) = [m,M].
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Continuidad y limite funcional 2

Una consecuencia del teorema de Weierstrass esimauéuncion polinédmica de grado par cuyo
coeficiente lider es positivo alcanza un minimo absolut®ew si el coeficiente lider es negativo
alcanza un maximo absoluto &

- L ., ., serx C oy
Idea intuitiva de limite de una funcién en un punto.La funcién f(x) = —~ "o esté definida en
x =0, pero si damos &avalores proximos a cero obtenemos

£(0,04) = 0,999733 (0,03) = 0,99985 f (0,02) = 0,999933 f (0,01) = 0,099983

y comprobamos que cuanto mas nos acercamos alxald@, el valor de la funcién se acerca cada vez
mas a 1. Esto lo expresamos matematicamente de la forma
serx

im— =1
x—0 X

Limite de una funcién en un punto.Seal unintervaloacl,y f unafuncién que suponemos definida
en1\{a}. Se dice quef tiene limite en el punt@ si existe un nimerd. €R tal que se verifica lo
siguiente:

Ve e RT 3deR™ :

a5<x<a+6} ) —L|<e

Xel, x#a
Dicho numero se llambmite de f enay escribimos Iigf(x) =L.
X—

Si en la definicién anterior sustituimos la condiceir 6 < x < a+ d pora— d < x < a (resp. por
a< x<a+9), se dice qud tienelimite por la izquierda (resp.por la derecha) ena. Dichos limites
se representan simbdlicamente por fifr) = L (resp. limf(x) =L).

Xx<a xX>a
Relacién entre limite y continuidad.Seaf : | — R una funcién definida en un intervalo y seal.
Se verifica qud es continua (por la derecha, por la izquierdapesi, y sélo si,f tiene limite (por la
derecha, por la izquierda) ery dicho limite es igual & (a).

Clasificacion de las discontinuidadesSeaf : | — R una funcién definida en un intervalo y seal.

= Si f tiene limite ena y )I(i_rgf(x) + f(a), se dice quef tiene en el punt@ unadiscontinuidad
evitable.

= Silos dos limites laterales de en a existen y son distintos:
lim f(x) # [im f(x)
Xx<a xX>a
se dice quef tiene en el punt@ unadiscontinuidad de salta

= Sialguno de los limites laterales no existe se dice fjtiene en el punt@ unadiscontinuidad
esencial

Funciones divergentes en un punto (asintotas verticalesye dice quef es positivamente diver-
genteen a si se verifica lo siguiente:

YMeRT 3F5eRT :

a—5<x<a+6} F(x) > M

xel, x#a
Simbdlicamente, escribimos lififx) = +-oco.
X—a

Si en la definicién anterior sustituimos la condic@n é < x < a+ d pora— 0 < x < a(resp. por
a<x<a+0), se dice qud espositivamente divergente por la izquierda(resp.por la derecha) en
a. Y simbdélicamente escnblmo))((sz)éuﬁ{x) =+ (resp.);(l_l)ré]f (X) = +00.
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Continuidad y limite funcional 3

Si en la definicidn anterior cambiamaso por —c entonces tenemos las definicionesdgativa-
mente divergenteena que se expresan simbdélicamente por

[im f(x) = —oo, [im f(x) = —oo, [im f(x) = —o0
o e (5

Limites en infinito (asintotas horizontales)Seaf : | — R una funcién definida en un intervalo=
[c,+oo[. Se dice quef tiene limite ent-o si existe un nimerd € R tal que se verifica lo siguiente:

vee Rt 3Kert ; XL [f(x)—L|<e
xel

Dicho nimero se llambimite de f en+oo, y escribimosX I'|+mf(x) =L.
—>—+00

Analogamente se define el limite eno.

Funciones divergentes en infinitoSeaf : | — R una funcién definida en un intervale= [c,+]. Se
dice quef es positivamente divergente eno si se verifica lo siguiente:

x> K

+ + .
YMeR" JKeR™ : el

} = fxX)>M
En cuyo caso escribimos  linfi(x) = +oo.
X—>+00

Andalogamente se define el significado de:

lim f(x)=—o, lim f(X) =+, Iim f(X)=—o

X—r00 X——00 X——00

Algebra de limites. Supongamos qué y g tienen limite ena donde aceptamos quepuede ser un
namero real, 6t-c0, 0 —co. Se verifica entonces que:

i) Las funcionesf + gy fg tienen limite ema y
(f+9)() =M f()+[img(), lim(fg)(x) = lim f(x) limg(x)

lim lim
X—a X—a

X—a
ii) Silim f(x) # 0, entonces li 1 1
x—a (69 #0, X—a ¥(x) a )I(irr;f(x)
.

i) Si f(x) <g(x) paratodxel, x#a, entonceillgﬁ (x) < )I(mg(x)

Funciones asintoticamente equivalente§e dice que dos funciondésy g sonasintéticamente equi-

f(x) _1

valentesen un punt@cR U {—o, +o}, y escribimosf (x) ~ g(x)(x — a), cuandoxim—

ag(x)

Para calcular el limite de un producto o de un cociente de dosuficiones podemos sustituir
una de ellas por otra asintéticamente equivalente.

Limites en+oo y en —oo de una funcién racional

SeaP(x) = co+ C1X+ CoX2 + - - - + Ch_1X" 1 + cpx" una funcién polinémica. De la igualdad

P(x) Ch-1  Cn-2 CL |, Co
v =Cnh+ X + X2 +"'+Xn_l+ﬁ
Se deduce ) P(X)
. X . X
xL”Doo XN xl+oo XN Cn

Dpto. de Andlisis Matematico Universidad de Granada



Continuidad y limite funcional 4

Y por tantoP(x) ~ cpX" parax — +oo.
SeaQ(x) = bmX™+ bm_1xX™ 1 + ..+ bix+ by otra funcion polinémica. Tenemos que

P(x) cnXx" Ch nem
~ = — i
) "~ B bmx (X — £00)

Suponiendo qu% > 0, deducimos que:

+0, N>m n—mpar

; 4o, N>m
P(X) —co, N>m nh—mimpar P(x) Cn
im —~ = Cn lim —~ = —, nN=m
x——c0 Q(X) —, nN=m x—+ Q(X) bm
b 0 m>n
0, m>n ’

Escala de infinitos

 (InxH
= |im
X—+00 XA

=0 paratodo®s >0y ueR.

= limx?|Inx|" =0 paratodosr >0y peR.
x—0
x>0
X
. xL'Tw@:O paratodosr >0y u > 0.

Derivadas

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Ecdagpson funciones que relacionan
una variable “dependientg’con otra variable “independienta; lo que suele escribirse en la forma
y = f(x). Si la variable independiente cambia de un valor inigialotrox, la variabley lo hace def (a)

a f(x). Larazén de cambio promeditey = f(X) con respecto & en el intervalda, X es:

. . . f(x)—f(a
Razén de cambio promedie M
X—a
Con frecuencia interesa considerar la razén de cambio ervalbs cada vez mas pequefios. Esto lleva

a definir lo que podemos llamaazon de cambio puntualey = f(Xx) con respecto & en el puntoa

como: . .

. x)— f(a

Iim M

X—a X—a
Velocidad instantaneaEl ejemplo més conocido de esto que decimos es el de un mé@&gemueve
en una recta en la que se ha sefialado un origen, de modo quéesnpat, medido en segundos, su
posicion, medida en metros, viene dada por una fun€ién La velocidad media del movil, medida
en metros por segundo, en un intervalo de tiempbatg viene dada por

f(t) — f(to)
t—1tp

Si consideramos intervalos de tiempo cada vez mas pequlefiesnios al concepto de “velocidad
instantanea’y(tp), que seria la velocidad que tiene el movil emnstante §. Se trata de un concepto
tedrico de gran utilidad para estudiar el movimiento, perpumede medirse porque un instante no tiene
duracioén. Su formulacion matematica es

. f(t)— f(to)
Mto) = fim ===

f(H) — fto)

Observa que el cociente# no esta definido para= to.
—1o
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Continuidad y limite funcional 5

Secantes y tangentes.

Supongamos que queremos hallar la recta tangente
a una curva de ecuacion cartesiana f(x) en el
punto(a, f(a)). En principio, parece que nos falta
un dato ya que una recta no queda determinada por
un solo punto. Para determinar una recta necesita-
mos dos puntos o un puntoy la pendiente. La estra-
tegia consiste en aproximar la tangente por rectas
secantes cuyas pendientes si pueden calcularse di-
rectamente.

Consideremos la recta que une el pugad (a)) con un punto cercangx, f(x)), de la grafica dé.
Esta recta se llama una secante (recta que corta a la cureayges tangente a la curva). La pendiente

de esta secante es
f(x)—f(a)

X—a

Cuando el puntx se aproximdinfinitamente” al puntoa, la pendiente de la tangentevendra
dada por:
f _
im f0 (@
X—a X—a

Derivada de una funcién en un punto

En lo que sigue la letrh representara un intervalo de ndmeros reales. Se dice quiincian
f ;1 — R esderivable en un puntoacl, si existe el limite:

fim f(x)— f(a)
x—a X—a

Dicho limite se llamalerivada de f enay lo representaremos pdf(a).

Dada una funciorf : | — R derivable en todo punto de la funcion derivada de f es la funcion
f’:1 — R que a cada puntoc | hace corresponder la derivadafden dicho punto.

Toda funcién derivable en un punto es continua en dicho punto

Rectas tangente y normalSupuesto qué es derivable en, la recta de ecuacion cartesiana:

y=t@+@x-a]

se llamarecta tangentea la grafica def en el puntda, f(a)).
Cuandof’(a) # 0, la recta de ecuacion:

es larecta normal a la gréfica de en el puntqa, f(a)).
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Continuidad y limite funcional 6

Derivadas de sumas, productos y cocientdsas funciones sumd,+ g, y producto,fg, son derivables
en todo punt@c| en el quef y g sean derivables, y sus derivadas respectivas vienen dadas p

(f+9)(@)=f'(a)+d'(a); (fg)(a)="f'(a)g(@)+f(a)g(a)

La funcion cocientd /g es derivable en todo puné&e| en el quef y g sean derivablesg(a) # 0,
en cuyo caso se verifica que:

g

N (@@ - Q@)
()@_ 0@)?

Las funciones elementales son derivables en todo punto de dominio natural de definicion.

Derivacion de una funcion compuesta o reglade lacaden8eanf : 1 - Ry g:J— R conf(l) C J,
yseah=gof :| — R lafuncién compuesta. Supongamos djwes derivable eacl y queg es derivable
en f(a). Entonces es derivable eay

h(a) =g'(f(a))f'(a).
En particular, la composicion de funciones derivables esfuncién derivable.
La regla practica es que una composicion de funciones seadiriforma inversa a como se evalla.

(U0 Vow)'(x) = U (V(W()V (W(X))w (X

Criterio de equivalencia logaritmica. Este resultado es muy Util y permite resolver en muchos casos
las indeterminaciones “I' y “0 ",

Supongamos que I;ri(x) = 1. Entonces se verifica que:
X—

lim f(x)9% = e~ «= limg(x)(f(x) —1) =L

X—a X—a

lim f(x)9% = 400 <= limg(X)(f(x) — 1) = +oo

X—a X—a

lim £ ()99 =0 <= limg(x)(f(x) —1) = —oo

X—a X—a

Derivacion logaritmica
Si f y g son derivables la funciog(x) = g(x) " también es derivable. Derivando la funcién

In(Y(x)) = f(x)In(g(x))

se obtiene:

Extremos relativos

Dada una funcion cualquieffa: | — R, se dice que tiene en un puntae| un maximo relativo
si se cumplen las dos condiciones siguientes:

1) Hay algiin nimero > 0 tal quela—r,a+r[C].
2) Paratodx €]a—r,a+r| se verifica qud (x) < f(a).
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Continuidad y limite funcional 7

Si para todax €]a—r,a+r[ conx # a se verifica quef (x) < f(a) se dice quef tiene ena un
maximo relativo estricto.

Analogamente se define el conceptawi@imo relativo y deminimo relativo estricto.

La expresiorextremo relativo se utiliza para referirse indistintamente a un méaximo o a imimo
relativo.
Condicién necesaria de extremo relativo

Seaf : | — R, a€ | y supongamos quétiene unextremo relativeenay quef es derivable ena
Entonces se verifica qué(a) = 0.

La funcion f : [-1,1] — R dada porf(x) = x3, es estrictamente creciente, es derivable en todo
punto y su derivada solamente se anulaxen 0. Tiene un minimo absoluto enl y un maximo
absoluto en 1; dichos puntos no son extremos relativos denleidn. Este ejemplo también muestra
guela condicion necesaria de extremo relativo no es suficiente

Los puntos en los que se anula la derivada de una funciénmarlpuntos criticos de dicha
funcién.

Teorema del valor medio.Seaf : [a,b] — R una funcion continua efe,b] y derivable ena,b|.
Entonces existe algun puntes]a, b[ tal que

f(b) - f(a)

G b—a

En particular, deducimos &orema de Rolle si f(a) = f(b) obtenemos que la derivada éise anula
en algun punte €)a, b|.

(c, f(c)) y= 1)+ (©)(x—0)

(a f(a)) a

o

Figura 1: Teorema del valor medio

obF-------1

Consecuencias del teorema del valor medio

Seaf una funciénderivable en un intervalo |, y supongamos que exiské > 0 tal que|f’(x)| <M
paratodoakel. Entonces paratodosye| se verifica que

1100 — fy) <Mx—yl|

En particular, sif’(x) = 0 para todoce | entonced es constante en
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Continuidad y limite funcional 8

Derivabilidad y monotonia. Seaf una funciérderivable en un intervalol.

» Siparatodox el esf’/(x) > 0 entonced es estrictamente crecientelen

» Siparatodoe | esf’/(x) < 0 entonced es estrictamente decrecientelen

Criterio de extremo absoluto. Seaf una funciénderivable en un intervalo |, cuya derivada se
anula enl en un Unico puntocel. Supongamos que hay punt$ <l tales quea < ¢ < b. Entonces
se verifica que

» Sif/(a) <0y f'(b) >0, f alcanza e un minimo absoluto estricto dn
» Sif/(a) >0y f'(b) <0, f alcanza e un maximo absoluto estricto én
Derivacion de la funcién inversa.Seaf : | — R derivable en un intervalol con f’(x) # 0 para todo

xel. Entonced es una biyecciordel sobre el intervald = f(1), y lafuncién inversa f~1:J — R
es derivableenJ siendo para todge J:

=1y —_ 1

La férmula anterior se recuerda sin mas que derivar la idedti

(fof ™Yy =y

Como ejemplo podemos calcular las derivadas de las funsioigenométricas “inversas”.

arcseri(x) = 1 (X <1), arctg(x)=

Wi (XeR)

1
14 x2

Reglas de L'Hbpital. Sean—oco < a< b < +oo0, f y gfunciones derivables €a, b cong’(x) # 0, para
todox €]a,b[. Seaa € {a,b} y supongamos que se verifica alguna de las dos condiciongsrsigs:

= lim f(x) = limg(x) =0

X—=a X—=a

-« lim[g(x)| = +00

Y ademas %)
. X
)!m TN LeRU{+o0,—o0}
Entonces se verifica que
[im m =L
x—a g(Xx)

Derivadas de orden superiorSin es un niimero natural,> 2, decimos qué esn veces derivable en
un punto a1, si f esn— 1 veces derivable eny la funcionf ("1 es derivable en.

Se dice qud es una funcién de clag® enl si f esnveces derivabley la funcionf (" es continua
enl.

Se dice qud es una funcién de clag&’ enl si f tiene derivadas de todos 6rdened en
Por convenio se defint® = f.
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Continuidad y limite funcional 9

Condiciones suficientes de extremo relativd&seanl un intervalo,a un punto dd que no es extremo
dely f: I — R unafuncidm>2 veces derivable em Supongamos que todas las derivadas Hasta
la de ordem— 1 inclusive se anulan em es decirfK(a) = 0 parak = 1,2,...,n— 1, y quef("(a) £ 0.
Entonces:

= Sines paryf("(a) > 0, f tiene unminimorelativo estrictoena.
= Sines paryf("(a) <0, f tiene unmaximorelativo estrictoena.

= Sinesimpar entoncekno tiene extremo relativo em

Este resultado es (til para estudiar extremos relativasrmeproporciona condiciones suficientes de
extremo absoluto

Polinomios de Taylor. Seaf una funcionn veces derivable en un puné La funcién polinémica
Tn(f,a) definida para todac R por

Ta(f,a)(x) = f(a) +

se llama epolinomio de Taylor de ordennde f ena.

Teorema de Taylor. Seaf una funciénn+ 1 veces derivable en un intervalo Dados dos puntos
cualesquiera,a enl conx # a, se verifica que existe algin purtten el intervalo abierto de extremos
ay xtal que:

f(n+l) c
09~ To(F )X = gy (X @)™
Suele llamarseesto de Lagrangal nimero:
f 3 (c) n+1
ey @

Si para una funcién dada y para valores concretog den'y € > 0, podemos probar que para tado
comprendido entray x se verifica que

[f )]

o T\ qn+l
CESI

Entonces podemos asegurar qfi&x) — Ta(f,a)(X)| < €, es decirel error cometido al aproximar
f(x) por Ty(f,a)(x) es menor ques.

Funciones convexas y funciones concaveé&e dice que una funcién esnvexaen un intervald si el
segmento (la cuerda) que une dos puntos de la grafifedé queda siempre por encima de la gréafica
def.

Se dice que una funcién eéncavaen un intervald si el segmento (la cuerda) que une dos puntos
de la grafica dd enl queda siempre por debajo de la graficafde

Ejemplos tipicos de funciones convexas son las paradbodasdarriba” y la exponencial. Ejemplos
tipicos de funciones céncavas son las parabolas “hacia"apaj logaritmo.

Condiciones suficientes de convexida&upongamos qué es derivable en un intervalo Si la deri-
vada def es creciente (resp. estrictamente crecientd) @moncesf es convexa (resp. estrictamente
convexa) enl.

En particular sif es dos veces derivable g se verifica que " (x) > 0 (resp.f”(x) > 0) para todo
x € |, entonced es convexa (resp. estrictamente convexd) en
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Continuidad y limite funcional 10

Figura 2: Funcion concava Figura 3: Funcién convexa

Interpretando la derivada primera como la velocidad y lvdda segunda como la aceleracion, las
curvas convexas aceleran y las céncavas frenan.

Puntos de inflexion.Se dice que es unpunto de inflexibn de una funciérf, si hay un nimero > 0
tal quef es céncava en el intervala—r,a[y f es convexa en el intervala,a+r[ (o al revés). Es
decir, los puntos en los que una funcién pasa de concava axaopwle convexa a concava se llaman
puntos de inflexion.
Condicién necesaria:

Si f tiene un punto de inflexion emy es dos veces derivable apentonces” (a) = 0.
Condicién suficiente:

Si f es tres veces derivable en un puatpse tiene qué” (a) = 0 perof”(a) # 0, entonced tiene
un punto de inflexién en.
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